








RUANG BERNORMA PADA HIMPUNAN SEMUA 
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Abstract.  In this paper, we discuss that in the approachable functions set can be defined a 
complete norm. Furthermore, we obtained that all of approachable functions set is a Banach 
Space.  
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Abstrak. Pada artikel ini, dikaji bahwa pada himpunan semua fungsi terdekati dapat 
didefinisikan norma yang lengkap. Selanjutnya diperoleh bahwa himpunan semua fungsi 
terdekati merupakan ruang Banach.   
Kata kunci: Fungsi terdekati, ruang bernorma lengkap, ruang Banach 
I. PENDAHULUAN 
Pada artikel ini dibahas mengenai himpunan semua fungsi terdekati merupakan ruang 
Banach.  Dalam [1] telah didefinisikan mengenai partisi bertanda − fine pada  a,b , dimana 
 adalah suatu fungsi positif. Partisi bertanda − fine merupakan bagian penting dalam 
mengkostruksikan fungsi sederhana –   . Pada [3] telah didefinisikan mengenai fungsi 
sederhana –  . Jika  adalah suatu fungsi positif pada  a,b  dan 
 ( ) 1 1 2 3 −= =i i iP x ,x ,t i , , ,..,n  partisi bertanda − fine pada  a,b dan 
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disebut  fungsi sederhana – 
[3]. Selanjutnya fungsi  f : a,b →  dikatakan terdekati pada  a,b  jika untuk setiap 
0  , terdapat fungsi positif   pada  a,b  sedemikian sehingga jika 
 ( ) 1 1 2 3 −= =i i iP x ,x ,t i , , ,..,n  adalah partisi bertanda δ – fine maka terdapat fungsi 
sederhana – P     pada  a,b  sehingga  − ( x ) f ( x ) . Himpunan semua fungsi 
terdekati pada  a,b  ditulis dengan   a,b . Dari [2] diperoleh bahwa   a,b  merupakan 
ruang linier. Pada [3] telah didefinisikan fungsi bervariasi terbatas. Lebih lanjut dalam [4] telah 
ditunjukkan bahwa suatu fungsi terdekati merupakan fungsi bervariasi terbatas.  
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Dalam [5] telah didefinisikan mengenai ruang bernorma maupun ruang Banach. Pada 
artikel ini, pada   a,b didefinisikan suatu norma yang lengkap. Lebih lanjut, diperoleh bahwa  
  a,b
 
merupakan ruang Banach. 
II. RUANG BERNORMA DARI FUNGSI - FUNGSI TERDEKATI 
Berikut diberikan teorema yang menjelaskan bahwa himpunan semua fungsi terdekati pada 
 a,b
 
merupakan ruang bernorma.  
Teorema 2.1. Diberikan   a,b
 
himpunan semua fungsi terdekati pada  a,b . Jika pada 
  a,b didefinisikan fungsi    →. : a,b  dengan  
     ( )   ( )   ( )
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f inf sup sup c
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maka .  merupakan norma pada  a,b . 
Bukti. 
1. Jelas bahwa untuk setiap  f a,b maka 0f . 
2. Jelas bahwa 0=f
 
jika dan hanya jika 0=f . 
3. Misalkan  f a,b maka untuk sebarang 0  terdapat fungsi positif   pada  a,b  
sedemikian sehingga jika   1 1 2 3 −= =i i iP x ,x ,t i , , ,..,n  adalah partisi bertanda δ – 
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pada  a,b  
sehingga  − ( x ) f ( x ) , dengan kata lain − ic f ( x )  untuk semua 
 1 , , 1, 2,...,− =i ix x x i n . 
4. Misalkan  f ,g a,b maka untuk sebarang 0  terdapat fungsi positif   pada 
 a,b  sedemikian sehingga jika   1 1 2 3 −= =i i iP x ,x ,t i , , ,..,n  adalah partisi 
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i nx ,x x ,xi i n n
i
x d x d x  sehingga  − ( x ) f ( x ) ,dan 

 − ( x ) f ( x )  untuk semua  ,x a b . Ini berakibat  untuk setiap 1,2,...,=i n
berlaku 
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Sehingga untuk setiap fungsi positif   berlaku  
( )   ( )   ( )
( ) ( )  















   
 












= + − 
=  






i i i i
n









c d c d
x c x c x fungsi sederhana
sup sup c
sehingga x f x untuk setiap x a,b
x d x d x fungsi sederhana
sup sup d






 −  
 
x f x untuk setiap x a,b
 
Ini berakibat  
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tuk setiap x a,b
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Dengan kata lain, 
( )   ( )   ( )
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Selanjutnya untuk setiap 0   ada 0  sehingga  
( )   ( )   ( )
( ) ( )  
( )   ( )   ( )
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Dari sini telah diperoleh bahwa +  +f g f g . Jadi   a,b  merupakan ruang bernorma. 
Selanjutnya ditunjukkan bahwa ruang bernorma   a,b  adalah lengkap.  
Teorema 2.2. Ruang bernorma   a,b
 
adalah lengkap.  
Bukti. 
Diambil sebarang barisan Cauchy ( )nf pada   a,b . Untuk sebarang bilangan 0  ada 
bilangan asli N sehingga jika m,n N maka berlaku − n mf f . Dengan kata lain,  
( )   ( ) ( )   ( )
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x c x dan x c x fungsi fungsi sederhana
sup sup c c
sehingga x f x dan x f x untuk setiap x a,b
 
Selanjutnya untuk sebarang   dan 1 i n  memenuhi − in imc c atau untuk setiap   
diperoleh ( ) ( )
 
  − n mx x  
untuk setiap  x a,b . Selanjutnya diperoleh 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
   
   
  
−  − + − + −
 + +
n m n n n m m mf x f x f x x x x x f x  
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Karena   dan   berlaku sebarang maka ( )( )nf x merupakan barisan Cauchy bilangan riil yang 
berarti ( )( )nf x konvergen ke suatau bilangan ( )f x  , untuk setiap  x a,b . Selanjutnya 
untuk sebarang 0   ada bilangan asli N  dan fungsi positif  sehingga jika n N   
memenuhi ( ) ( )
2

− nf x f x  untuk setiap  x a,b dan jika   fungsi sederhana – 




− nf x x . Selanjutnya diperoleh  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )    −  − + − n nf x x f x f x f x x . 
III. PENUTUP 
Berdasarkan pembahasan di atas, diperoleh kesimpulan bahwa himpunan semua fungsi terdekati 
merupakan ruang Banach.   
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